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IL TEOREMA DELLA MEDIA

1. TEOREMA DELLA MEDIA

Lemma 1. Sia ¢ una funzione di classe C* su B,. Allora
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() e fe L. (Q). Siau una soluzione di

Osservazione 2. Siano Q un aperto di R?, v € H} Ioc

loc
—Au=f in Q

in senso delle distribuzioni, ovvero

/ Vu-Vedr = / f@)pdx per ogni v € CT(N).

Q Q
Sia ¢ € C*(RY) una funzione data e, per ogni e > 0, sia
¢ € CX(RY)  la funzione ¢.(x) = p(x/e).

Allora, per ogni aperto D € ) ed ogni € > 0 abbastanza piccolo, si ha

—Alux¢e)=f*x¢e in D

in senso delle distribuzioni.

Teorema 3. Siano 0 un aperto di R4, w € HL (Q) e f € L}, (Q). Sia u una soluzione di

loc
—Au=f in Q,
in senso delle distribuzioni, ovvero

/ Vu-Veodr = / fx)pdx per ogni p € CX(Q).
Q Q

Allora, per ogni
BT(Io) C BR(SC()) €N

R
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u— u= — — f(z)) dz ds.
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Corollario 4 (Proprieta della media per funzioni armoniche). Siano Q@ C R% un aperto e u € H} () una
funzione armonica. Siano X9 € Q e rg > 0 tali che

abbiamo

B'r‘o (Xo) c Q.
Allora:
(i) la funzione r — u & costante su (0,79).
BBT(XO)
(ii) la funzione r — u € costante su (0,rg).

BT(XO)



2. PROPRIETA DELLA MEDIA E REGOLARITA DELLE FUNZIONI ARMONICHE

Teorema 5. Siano Q C R? un aperto e u : Q — R una funzione misrabile. Allora, sono equivalenti:

(i) uw e H} (Q) é armonica su Q (in senso delle distribuzioni);

(i) u € H}

1o () € per ogni X € Q la funzione r — u € costante.

0B (X)

loc

(iii) w € L}, () e per ogni X € Q la funzione r — ][ u é costante.
Br(X)

(iv) uwe C(R) e per ogni X € Q la funzione r — u € costante.
8B, (X)

(v) ueC>®(Q) e Au=0in Q.

3. TEOREMA DELLA MEDIA PER LE FUNZIONI SUBARMONICHE

Esercizio 6 (Proprietd della media per funzioni subarmoniche). Siano Q un aperto di R¢, uw € HL _(Q) e
f €L} (Q). Supponiamo che u sia tale che

Au+f>0 in Q,
in senso delle distribuzioni, ovvero

—/ Vu - Vedr +/ f(x)pdr >0 per ogni funzione non-negativa p € CX(N).
Q Q

Allora, per ogni

BT(Z‘()) C BR(JZ()) Y
abbiamo

B
][ u—][ uZ/ Tl —/ f(z)dx | ds.
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Corollario 7 (Proprieta della media per funzioni subarmoniche). Siano @ C R? un aperto e u € HL (Q) una

funzione subarmonica. Siano Xo € Q e rg > 0 tali che
BT(J (Xo) c Q.
Allora:

(i) la funzione

T ][ u
8B,(Xo)

(e d ][ u
B7'(X0)

& monotona crescente su (0,7¢) ;

(ii) la funzione

& monotona crescente su (0,7¢) ;

(iii) la funzione u: Q) — R

e misurabile e definita in ogni punto X € Q e

u=u quasi-ovunque in 2.
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Teorema 8 (Proprieta della media per funzioni armoniche). Siano Q un aperto di RY, uw € HL (Q) e f €
Li (). Supponiamo che u sia tale che

loc

Au+ f>0 in Q,
in senso delle distribuzioni, ovvero

—/ Vu - Vedr +/ f(x)pdx >0 per ogni funzione non-negativa p e CT(N).
Q Q

Allora, pn:= Au+ f é una misura (positiva) di Radon su Q e per ogni B,.(x¢) C Br(xo) € Q abbiamo

LS|
u— u= [ (0BG - [ @) ds
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